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Sazˇetak
U radu je napravljen dinamicˇki model stupa vjetroagregata u dva programska paketa,
MATLAB i Abaqus. Ukratko su opisani tipovi vjetroagregata i dijelovi horizontalnih
vjetroagregata. Opisano je opterec´enje lopatica i stupa vjetroagregata. Detaljno je
opisan izvod modalne analize za prigusˇene i neprigusˇene sustave. Numericˇka analiza
vibracijskog modela s dva stupnja slobode gibanja izvrsˇena je simultano u programskim
paketima MATLAB i Abaqus i sluzˇi za verifikaciju tocˇnosti obaju modela. Analizirane
su vlastite frekvencije i odziv na sinusnu odnosno stohasticˇku uzbudu te su podatci do-
biveni iz oba modela preklopljeni. Numericˇka analiza jednostavnog vibracijskog modela
stupa vjetroagregata provedena je u programskom paketu MATLAB dok je za metodu
konacˇnih elemenata koriˇsten Abaqus. Kako se na vrhu stupa vjetroagregata nalazi gon-
dola s vjetroturbinom, odredene su vlastite frekvencije i glavne forme vibriranja stupa
sa i bez gondole. U oba modela dodana je proizvoljna stoahasticˇka uzbuda zadana ta-
blicˇno. Na istome principu mozˇe se zadati stvarno opterec´enje i promatrati stvarni odziv
stupa.
Kljucˇne rijecˇi: MATLAB, Abaqus, modalna analiza, stup vjetroagregata, stohaticˇka
uzbuda, vlastite frekvencije, forme vibriranja
xi
1 Uvod
Vjetar je vodoravno strujanje zraka izazvano velikom razlikom tlakova, odnosno tem-
peratura na zemljinoj povrsˇini. Ovo je objasˇnjeno jednostavnim konceptom termodi-
namike - topli zrak se zagrijava pri nizˇim visinama i uzdizˇe se prema gore tj. prema
polovima. Kako Zemlja rotira i zrak posjeduje odredenu masu javlja se Coriolisova sila
i topai zrak se zakrec´e te na njegovo mjesto dolazi tezˇi, hladniji zrak.
Ljudi su kroz svoju povijest iskroiˇstavali energiju vjetra na razne nacˇine. Od staroga
Egipta gdje se iskoriˇstavao na brodovima uz pomoc´ jedra do Kine i Indije gdje se korstio
za pokretanje vjetrjenjacˇa za navodnjavanje i mljevenje zˇitarica.
Vjetar kao takav je idealan obnovljiv, cˇist i ekolosˇki prihvatljiv oblik energije za razliku
od izgaranja fosilnih goriva. Ocˇekuje se da c´e tijekom sljedec´ih desetljec´a energija vjetra
postati najvec´i dio energije proizvedene obnovljivim izvorima i sukladno tome morat
c´e se izgraditi vec´e vjetroelektrane s vec´im brojem vjetroturbina. [1], [2]. Te nove ge-
neracije vjetroturbina odgovaraju kapacitetu izmedu 5-7,5 MW koji c´e biti podrzˇavani
visokim tornjevima (80-160m) u obliku cijevne kule. Vec´ tijekom sljedec´eg desetljec´a
njihova visina bi se mogla i udvostrucˇiti, a ta cˇinjenica uvodi mnoge probleme strukturne
analize za koje su potrebne sofisticirane i inovativne metode. [3], [4], [5]. Treba takoder
naglasiti da je upotreba metode konacˇnih elemenata za analizu tornja vjetroturbine u
kombinaciji s identifikacijom dinamicˇkih karakteristika tornja putem vibracija okoline
danas standardna tehnika za modeliranje tornja [6].
Sa stajaliˇsta konstrukcijskog inzˇenjerstva, cijevni toranj koji podupire vjetroturbinu je
konzola s poprecˇnim presjekom cilindricˇne ljuske. Iako se ovaj strukturni sustav ma-
kroskopski cˇini prilicˇno jednostavan za analizu, pojavljuju se mnoge nepravilnosti zbog
slozˇenosti kombinacije staticˇkog, kvazi-staticˇkog i dinamicˇkog opterecˇenja komplicira-
nog oblika strukture [7].
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Ovaj rad predstavlja usporedbu jednostavnog dinamicˇkog modela stupa vjetroagregata
i primjenu metode konacˇnih elemenata na dinamicˇku analizu stupa vjetroagregata.
2 Vjetroagregati
Vjetroagregati su elektromehanicˇki sustavi koji pretavraju kineticˇku energiju vjetra
u elektricˇnu energiju. Vec´ina vjetroagregata danas ima tri aerodinamicˇki dizajnirane
lopatice. Te lopatice pokrec´u osovinu koja je spojena na generator koji proizvodi elek-
tricˇnu energiju. Tri osnovne varijable odreduju koliko elektricˇne energije mozˇe proizvesti
vjetroagregat:
• brzina vjetra: brzˇe strujanje vjetra proizvodi viˇse energije. Vjetroagregati tipicˇno
proizvode energiju na brzinama od 4 m/s do 30 (ili 25, ovisi o izvedbi) m/s (14 - 108
km/h ili 7 − 58 cˇvorova). Ako vjetar dosegne brzinu preko 30 (25) m/s vjetroagregati
se zaustavljaju da se ne bi osˇtetili uslijed prevelikih mehanicˇkih naprezanja.
• promjer lopatica: vec´i promjer lopatica rotora, tj. vec´a povrsˇina koju zahvac´aju lopa-
tice znacˇi i vec´u proizvodnju energije. Dvostruko vec´i promjer lopatica mozˇe uzrokovati
cˇetiri puta vec´u proizvodnju energije.
• gustoc´a zraka: ”tezˇi” zrak stvara vec´i potisak na lopaticama rotora. Gustoc´a zraka
je funkcija nadmorske visine, temperature i tlaka. Lokacije na visokim nadmorskim
visinama imaju manji tlak i ”laksˇi” zrak, pa su to lokacije na kojima su vjetroagre-
gati relativno manje ucˇinkoviti. Vjetroagregati na razini mora su zbog ”tezˇeg” zraka
relativno ucˇinkovitiji.
Postoje dva osnovna tipa konstrukcije vjetroagregata: vjetroagregat s horizontalnom
osi vrtnje rotora (HAWT - Horizontal Axis Wind Turbine) i vjetroagregat s vertikalnom
osi rotora (VAWT - Vertical Axis WindTurbine). VAWT su danas rijetko zastupljeni
zbog slabije iskoristivosti i zbog premale brzine vjetra pri tlu (gradili su se bez stupa,
a konstrukcija je primjenjiva i prakticˇna kod izvedbe malih vjetroagregata). VAWT
vjetroagregati bi mogli svoju primjenu nac´i i u buduc´im pucˇinskim/plutajuc´im vjetro-
elektranama.[8]
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2.1. Horizontalni vjetroagregati
Rotor ovih turbina postavljen je horizontalno na vrhu stupa. Lopatice koje zahvac´aju
vjetar moraju biti usmjerene u njega. Generator ovih turbina obicˇno se postavlja na vrh
stupa u trup zajedno s multiplikatorom ako je on potreban (ovisno o tipu elektricˇnog
generatora). Multiplikatorom povec´avamo brzinu vrtnje ukoliko je brzina vrtnje lopa-
tica premala za proizvodnju elektricˇne energije.
Visina stupa vjetroturbine iznosi oko 1,5 do 2 promjera lopatica zbog toga da bi turbina
mogla hvatati vjetrove vec´e brzine na vec´im visinama. Ove vjetroturbine moraju imati
moguc´nost zakretanja trupa zbog zahvac´anja vjetra iz razlicˇitih smjerova pa tako manje
izvedbe imaju jednostavna krilca koja usmjeravaju vjetroturbinu u pravom smjeru dok
vec´e imaju servo motor povezan sa senzorom.
Postoje dvije izvedbe ovakvih vjetroturbina. Jedna izvedba je sa stupom iza lopatica
dok je druga izvedba sa stupom postavljenim ispred njih. Izvedba sa stupom ispred lo-
patica ima prednost jer joj nije potreban mehanizam za zakretanje zbog toga sˇto se trup
sam postavlja prema vjetru. Za velike turbine ovo nije najbolje rjesˇenje zbog toga sˇto se
gornji dio mozˇe zakrenuti mnogo puta u istom smjeru i stvoriti probleme s vodenjem ka-
blova kroz stup (cˇetkice ne dolaze u obzir u ovom slucˇaju jer se struje krec´u i do 1000 A).
Josˇ vazˇnija prednost je to sˇto ovakve izvedbe podnose jacˇe vjetrove zbog moguc´nosti
vec´eg savijanja lopatica bez opasnosti da c´e dodirnuti stup. Osim toga ovakva kons-
trukcija je uglavnom laksˇa. Glavna mana ove izvedbe jest to sˇto lopatice prolaze kroz
turbulenciju nastalu od tornja sˇto pridonosi velikom opterec´enju lopatica. Izvedba sa
stupom postavljenim iza lopatica najcˇesˇc´e se koristi. Prednost ovakve izvedbe je ta sˇto
izbjegava sjenu vjetra iza stupa. S druge strane postoji malo utjecaja od turbulencije
oko stupa pa tako pri svakom prolasku lopatice ispred stupa dolazi do laganog pada
snage. Glavna mane ove izvedbe je ta sˇto rotor turbine mora biti izveden kruto i uda-
ljeno od stupa, sˇto povec´ava trosˇkove izvedbe. Takoder uredaj za prilagodavanje smjeru
vjetra je obavezan. [9]
2.2. Dijelovi vjetroagregata
Danasˇnje dijelove vjetroagregata mozˇemo podjeliti u cˇetiri velike skupine prema
osnovnoj namjeni. U prvoj skupini je vjetroturbina kojom se ostvaruje aerodinamicˇka
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pretvorba energije vjetra u energiju vrtnje rotora vjetroturbine. Drugu skupinu cˇine
podsustavi za pretvorbu mehanicˇke energije vrtnje vjetroturbine u elektricˇnu. U trec´oj
skupini je potporna konstrukcija, a u cˇetvrtoj skupini nalazimo sustav upravljanja. U
ovom radu je obradena trec´a skupina, odnosno stup vjetroagregata.
Slika 2.1: Dijelovi vjetroagregata [10]
A) Lopatice rotora, B) Prijenosnik snage, C) Kocˇioni sustav, D) Upravljacˇki sustav,
E) Gondola, F) Elektricˇni generator, G) Zakretnik, H) Stup, I) Prikljucˇak za mrezˇu, J)
Temelj, K) Glavcˇina rotora.
2.3. Stupovi vjetroagregata
Stupovi nose kuc´iˇste i rotor te su najtezˇi i najvec´i dio vjetroelektrane. Visina stupa
je od 1 do 1,8 puta vec´a od promjera rotora i stup mozˇe tezˇiti nekoliko stotina tona.
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Stup mozˇe biti prednost i mana cjelokupne konstrukcije i zato se mora dobro pripa-
ziti kod odabira vrste stupa i njegovog projektiranja. Stupovi za velike vjetroelektrane
mogu biti: resˇetkasti (najjednostavnija metoda izgradnje visokih i krutih tornjeva),
armiranobetonski ili prednapeti (za stupove visine preko 80 m), samostojec´i cˇelicˇni ci-
jevni (najcˇesˇc´e koriˇsteni tip stupa), pridrzˇani cˇelicˇni cijevni (nisu ekonomski isplativi),
stupovi koji su kombinacija armiranog betona i cˇelika. Danas su najcˇesˇc´e koriˇsteni ti-
povi stupova samostojec´e resˇetke, betonski ili cˇelicˇni cijevni stupovi. Dinamika stupova
odredena je proracˇunom prve vlastite frekvencije i njezinom usporedbom sa spektrom 1
P (frekvencija prolaza jedne elise). Tocˇno ostvarivanje prve vlastite frekvencije je vrlo
vazˇan zadatak jer ona odreduje kolicˇinu potrebnog materijala, a samim time i cijenu.
Transport i nacˇin podizanja stupa postaje sve vec´i problem kod velikih vjetroelektrana.
Visine stupova premasˇuju 100 m, a tezˇine kuc´iˇsta na vrhu su po nekoliko stotina tona,
sˇto zahtijeva stupove baznog promjera vec´eg od 5 m, pa cestovni prijevoz elemenata stu-
pova viˇse nije moguc´. Osim u funkcionalnom pogledu, stup, viˇse nego kuc´iˇste, odreduje
krajnji izgled vjetroelektrane pa se mora pripaziti i na estetiku stupa.
2.3.1. Samostojec´i cˇelicˇni stupovi
Ucˇestali odabir cˇelicˇnih cijevnih stupova uzrokovan je i vrlo niskom cijenom cˇelika u
posljednjih 30 godina. Cˇelicˇni cijevni stup ujedno je i najcˇesˇc´e koriˇsteni stup jer zahtjeva
relativno kratko vrijeme sastavljanja i podizanja na licu mjesta. Viˇsi stupovi, do 100 m
visine, proizvode se u djelovima koji se spajaju na gradiliˇstu.
Vec´ina stupova velikih vjetroelektrana je konusonog oblika s promjerom koji se smanjuje
od baze prema vrhu. Prednost u odnosu na cilindricˇne oblike je sˇto se ne smanjuje
zahtjevana krutost uz smanjenje tezˇine. Stupovi se sastoje od niza gotovih segmenata
duzˇine do 30 m te debljine stijenki od 10 do 50 mm. Segmenti stupa se sastoje od
podsegmenata koji se izraduju kao plocˇe sˇirine 2 m koje se zaobljuju strojno u kruzˇni
oblik te se zavarivanjem spajaju u segmente. Uglavnom se primjenjuje cˇelik S355.
3 Opterec´enje vjetroagregata
Glavni uzrok opterec´enja konstrukcije vjetroagregata je vjetar. Samo se dio od
ukupne energije koju vjetar predaje lopaticama pretvara u komponentu uzgona koja
uzrokuje vrtnju rotora dok ostatak te sile uzrokuje potisak na lopatice. Osim sile poti-
ska na lopatice, koja djeluje u smjeru vjetra, imamo i sile i momente u ostale dvije osi.
Sile i momenti na pojedinu lopaticu se zbrajaju te opterec´euju i ostatak konstrukcije.
Dok se glavcˇina i lopatice vrte, ostatak konstrukcije miruje. Sva vanjska opterec´enja
potrebna za nasˇ proracˇun dolaze upravo iz energije strujanja zraka odnosno vjetra[12].
3.1. Opterec´enje lopatica
U bilo kojoj tocˇki lopatice mozˇemo promatrati sile i momente, ali opterec´enja u
korijenu lopatice najvazˇnija su za analizu strukturnih opterec´enja cijelog vjetroagregata.
Opterec´enja u korijenu lopatice se promatraju u koordinatnom sustavu koji je vezan za
lopaticu te s njom rotira. Koordinatni sustav definiramo tako da os x ima smjer vjetra,
os z ima smjer dulje osi lopatice, a os y je okomita na druge dvije osi i tvore desni
Kartezijev koordinatni sustav. Podrazumijeva se da je vektor brzine vjetra paralelan osi
vrtnje rotora, odnosno vjetroturbina je pozicionirana ”u vjetar”.
Sam uzrok pretvorbe energije odreduje aerodinamicˇki profil lopatice koji je vrlo slicˇan
aerodinamicˇkom profilu krila zrakoplova. Kod zrakoplova se prilikom gibanja krila kroz
zrak javljaju sila uzgona (zbog razlike tlakova iznad i ispod krila) i sila otpora koje uve-
like ovise o napadnom kutu α. Nastanak sile uzgona prilikom leta zrakoplova prikazan
je slikom 3.2. Sa FL oznacˇena sila uzgona, a sa FD sila otpora.
Opc´enito porastom brzine strujanja zraka uzgon raste kao i sila otpora ( pretpostavka
je da je strujanje zraka laminarno). Porastom napadnog kuta α uzgon prvo raste pa
pocˇinje opadati pri nekom kriticˇnom napadnom kutu (efekt poznat pod nazivom slom
uzgona), dok sila otpora stalno raste. Slicˇna situacija kao kod zrakoplova zbiva se
prilikom vrtnje lopatice vjetroturbine kroz zrak. Pritom je smjer vrtnje lopatice okomit
na smjer brzine vjetra pa uzgon na lopatici i silu otpora stvara prividna brzina vjetra
7
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Slika 3.1: Rotirajuc´i koordinatni sustav lopatica [13]
Slika 3.2: Sila uzgona kod zrakoplova [12]
kao sˇto je prikazano na slici 3.3.
Prividna brzina vrtnje dobije se vektorskim zbrajanjem brzine vjetra i obodne brzine
lopatice vjetroturbine. Rastavljanjem sila na lopatici lopatici uocˇava se kako zakretni
moment (na nekoj udaljenosti od srediˇsta vrtnje) uzrokuje razlika sila Ft,1 (zelena boja
na slici 3.3) i Ft,2 (crvena boja na slici 3.3). Zbroj sila Fp,1 (zelena boja na slici 3.3) i
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Slika 3.3: Nastanak uzgona na lopati-
cama [12]
Slika 3.4: Savijanje tornja pod tjecajem
sile potiska [12]
Fp,2 (crvena boja na slici 3.3) uzrokuju potiskivanje rotora vjetroagregata prema nazad i
savijanje tornja prema slici 3.4. Takvo savijanje u konacˇnici rezultira njihanjem tornja,
jer je toranj elasticˇan sustav koji se nastoji vratiti u prvobitno stanje, a vjetar ne pusˇe
cijelo vrijeme konstantnom brzinom.
3.2. Opterec´enje stupa
Za modeliranje opterec´enja nerotirajuc´eg dijela konstrukcije vjetroagregata odnosno
stupa, moramo definirati koordinatni sustav cˇije je ishodiˇste smjesˇteno na vrhu tornja, u
srediˇstu njegovog kruzˇnog presjeka, slika 3.5. Ako izracˇunamo opterec´enje u ovoj tocˇki,
lako je geometrijskim transformacijama izracˇunati i opterec´enje u bilo kojoj drugoj tocˇki
konstrukcije. Ishodiˇste koordinatnog sustava glavcˇine i koordinatnog sustava vrha tornja
ne nalaze se na istoj visini jer se na vrhu tornja nalazi glavni nosacˇ koji ima svoju visinu.
To c´e imati za posljedicu pojavu dodatnih momenata opterec´enja.
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Slika 3.5: Koordinatni sustav stupa [12]
Slika 3.6: Uzbudne sile na stup [17]
4 Modalna analiza
Opc´enito mehanicˇki sustavi podvrgnuti su razlicˇitim silama i tipovima sile tijekom
njihovog rada. Takve sile mogu uzrokovati pozˇeljno ili nepozˇeljno kretanja sustava, pr-
venstveno su potrebne za djelotvorno djelovanje sustava, ali s njima dolaze i one sile
koje imaju sˇtetne posljedice, ako ne i katastrofalne. U svakom slucˇaju jasno je da mo-
ramo razumjeti i predvidjeti ucˇinak koje sile ovisne o vremenu utjecˇu na mehaniku i
strukturu sustava. Sustavi za koje nam je potrebno n nezavisnih koordinata nazivamo
sustav s n stupnjeva slobode. Za sustav s n koordinatama ili stupnjevima slobode,
jednadzˇbe gibanja su skup n spregnutih obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi drugog reda.
Rjesˇenje ovih jednadzˇbi postaje slozˇenije kada je stupanj slobode sustava n velik i/ili
kada prisilne funkcije nisu periodicˇne. U takvim slucˇajevima, prikladnija metoda poz-
nata kao
”
modalna analiza“ mozˇe se upotrijebiti za rjesˇavanje problema. U ovoj metodi
koristi se eksponencijalni teorem, a pomaci masa izrazˇavaju se kao linearna transfor-
macija formi vibriranja sustava. Ta linearna transformacija razdvaja jednadzˇbe gibanja
tako da dobivamo skup n raspregnutih diferencijalnih jednadzˇbi drugog reda. Svaka od
n raspregnutih diferencijalnih jednadzˇbi predstavlja jednadzˇbu gibanja sustava s jednim
stupnjem slobode gibanja. Ovaj postupak mozˇe se protegnuti i na sustave koji imaju
viskozna prigusˇenja.
4.1. Modalna anliza sutava bez prigusˇenja
Najopc´enitiji slucˇaj sustava s n stupnjeva slobode bez viskoznog prigusˇenja mozˇemo
vidjeti na slici (4.1)
Jednadzˇbe gibanja sustava s viˇse stupnjeva slobode gibanja bez prigusˇenja na koje dje-
luju vanjske sile zapisuju se u matricˇnom obliku prema [15]
[m]~¨x+ [c]~x = ~F . (4.1)
Opc´e rjesˇenje diferencijalne jednadzˇbe (4.1) mozˇe se poretpostaviti izrazom
11
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Slika 4.1: Neprigusˇeni sustav s n stupnjeva slobode gibanja [14]
xi = Aisinωit,
~˙xi = ωAisinωit,
~¨xi = −ω2Aisinωit,
~¨xi = −ω2~xi,
(4.2)
gdje su:
[m] – matrica masa,
[c] – matrica krutosti,
Ai – konstanta integracije,
~F – vektor vanjskih sila,
~x – vektor pomaka
~¨x – druga derivacija vektora pomaka,
xi – obrazac pomaka konstrukcije za odredenu frekvenciju,
ω, ωi – kruzˇna frekvencija.
Uvrsˇtavanjem jednadzˇbi (4.2) u jednadzˇbu (4.1) uz sredivanje i vektor vanjskih sila
~F = 0 dobije se izraz
[−ω2[m] + [c]] ~x = 0 (4.3)
Dobije se sustav algebarskih jednadzˇbi s nepoznanicama ωi i ~xi. Vidljivo je da za ~xi = 0
jednadzˇba (4.3) ima trivijalno rjesˇenje. Determinanta koeficijenata biti c´e polinom po ω2
i nazivaju se vlastite vrijednosti. Isti ovaj izraz (4.3) mozˇemo prikazati na viˇse razlicˇitih
nacˇina kao npr.
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[−ω2[m] + [c]] ~x = 0/ · −1
ω2
,[
[m]− [c]
ω2
]
~x = 0/ · [c]−1,[
[c]−1[m]− 1
ω2
[I]
]
~x = 0,
(4.4)
i
[−ω2[m] + [c]] ~x = 0/ · [m]−1,[
[m]−1[c]− ω2[I]] ~x = 0. (4.5)
Ovi izrazi su inverzni jedan drugom sˇto se vidi i iz korjena frekvenciskih jednadzˇbi - u
jednadzˇbi (4.4) kao nepoznanica se javlja
1
ω2
dok se u (4.5) javlja ω2. Primjetimo da
su obje jednadzˇbe homogene sˇto znacˇi da ne postoji jedinstveno rjesˇenje za x. Drugim
rijecˇima, mozˇemo dobiti samo odnose izmedu odredenih vrijednosti vektora ~x, zadava-
njem proizvoljne vrijednosti za jedan xi i usporediti za sve ostale vrijednosti vektora.
Zato je pomak gibanja konstrukcije odreden poznatim odnosom amplituda kretanja u
razlicˇitim tocˇkama konstrukcije. Izraz (4.5) daje n (broj stupnjeva slobode gibanja)
vlastitih vrijednosti ωi i n formi vibriranja ~Xi. Naravno da ta rijesˇenja zadovoljavaju i
jednadzˇbu (4.3) te ako se u njoj zamjeni ω = ωr i ~x = ~Xr dobije se
ω2r [m] ~Xr = [c] ~Xr. (4.6)
Ako ovaj izraz pomnozˇimo s nekim drugim transponiranim nacˇinom vibriranja ~XTs dobije
se
ω2r ~X
T
s [m] ~Xr = ~X
T
s [c] ~Xr. (4.7)
Isto tako., ako se u izrazu (4.3) napravi zamjena ω = ωs i ~x = ~Xs i pomnozˇi sa ~X
T
r
dobije se
ω2s ~X
T
r [m] ~Xs = ~X
T
r [c] ~Xs. (4.8)
Matrice [m] i [c] su simetricˇne, [m] = [m]T i [c] = [c]T , stoga vrijede pravila ~XTs [m] ~Xr =
~XTr [m] ~Xs i ~X
T
s [c] ~Xr = ~X
T
r [c] ~Xs tako da se oduzimanjem izraza (4.8) od (4.7) dobije
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[ωr − ωs]2 ~XTr [m] ~Xs = 0. (4.9)
Ovdje odmah mozˇemo implicirati kako se radi o dvije razlicˇite frekvencije odnosno da
je s 6= r, stoga slijedi da je
~XTr [m] ~Xs = 0,
~XTr [c] ~Xs = 0.
(4.10)
Ovaj sustav jednadzˇbi prikazuje kako su forme vibriranja ortogonalne preko matrice
inercije i matrice krutosti.
U jednadzˇbi (4.3) odziv sustava ~x je sprega izmedu pojedinacˇnih jednadzˇbi. Ta sprega
za matrice masa i krutosti predstavlja je nedijagonalnim elementima razlicˇitim od nule,
tako da je ta jednadzˇba staticˇki spregnut sustav. Staticˇki spregnut sustav znacˇi da se
svaka jednadzˇba ne mozˇe rijesˇiti nezavisno jedna od druge sˇto uvelike otezˇava njezino
rjesˇavanje. Tako da moramo matrice masa i krutosti pretvoriti u dijagonalne, odnosno
moramo raspregnuti jednadzˇbe, a taj postupak se naziva modalna analiza.
4.2. Modalne koordinate
Kako je napomenuto u prethodnom poglavlju potrebno, je raspregnuti sustav jednadzˇbi
da bi se svaka jednadzˇba mogla rjesˇavati nezavisno jedna od druge. To radimo na
nacˇin da originalne kordinate (x) transformiramo u drugi, njemu ekvivalentan sustav
kordinata (q). Te nove kordinate nazivamo modalne, normalne ili glavne koordinate.
Zapisano matematicˇki to izgleda ovako
~xi(t) = q1(t) ~X
(1) + q2(t) ~X
(2) + · · ·+ qn(t) ~X(n). (4.11)
Gdje vlastiti vektori tvore tzv. modalnu matricu
[B] =
[
~X(1) ~X(2) · · · ~X(n)
]
. (4.12)
Uz pomoc´ modalne matrice odnosno matrice formi vibriranja mozˇe se provesti potrebna
transformacija koordinata
~x(t) = [B]~q(t). (4.13)
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Ako ista ta matrica formi vibriranja nije ovisna o vremenu, mozˇemo zapisati kao
~¨x(t) = [B]~¨q(t). (4.14)
Uvrsˇtavanjem izraza (4.13) i (4.14) u pocˇetnu jednadzˇbu (4.1), te mnozˇenjem s [B]T
dobijemo jednadzˇbu ekvivalentnu (4.1) ali u razlicˇitom koordinatnom sustavu
[B]T [m][B]~¨q + [B]T [c][B]~q = [B]T ~F . (4.15)
Ako se uzme u obzir ortogonalnost formi vibriranja, dobije se
[B]T [m][B] = [M ],
[B]T [c][B] = [C],
[B]T ~F = Fmod.
(4.16)
Sada imamo dvije dijagonalne matrice, a to su modalna masa [M ] i modalna krutost
[C]. Vidljivo da je transformacija koordinata potpuno raspregnula sustav jednadzˇbi tako
da svaka jednadzˇba predstavlja jednadzˇbu gibanja sustava s jednim stupnjem slobode
gibanja. Kada je rijesˇena, njezino rjesˇenje se prebacuje u osnovne (fizikalne) koordinate
uporabom jednadzˇbe za transformaciju koordinata.
4.3. Modalna anliza prigusˇenog sustava
Postoje razlicˇiti tipovi prigusˇenja koji mogu biti zastupljeni u odredenoj strukturi sus-
tava. Klasicˇni tipovi prigusˇenja su: strukturno, viskozno i Kulonovo. Cˇesto je vrlo tesko
razlikovati tip prigusˇenja, struktura mozˇe zadovoljavati karakteristike prigusˇenja koje su
rezultat kombinacije svih gore navedenih.
Za ovaj problem uvodi se matrica prigusˇenja. Najlaksˇe ju je definirati kao proporcionalnu
matricu matricama masa i krutosti sustava
[k] = α[m] + β[c] (4.17)
gdje su:
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Slika 4.2: Prigusˇeni sustav s n stupnjeva slobode gibanja [14]
[m] – matrica masa,
[c] – matrica krutosti,
[k] – matrica prigusˇenja,
α – konstanta,
β – konstanta.
Ovako definirana matrica prigusˇenja mozˇe se raspregnuti na isti nacˇin prikazan u jed-
nadzˇbi (4.16) za matrice masa i krutosti. Na slici (4.2) prikazan je jedan prigusˇeni sustav
a jednadzˇbe gibanja dane su izrazom
[m]~¨x+ [k]~˙x+ [c]~x = ~F . (4.18)
Nacˇin rjesˇavanja gornje jednadzˇbe odvija se u viˇse koraka. Prvo rjesˇava se problem
vlastitih vrijednosti za neprigusˇeni sustav ([m]~¨x + [c]~x = 0) iz kojeg se dobiju vlastite
vrijednosti i forme vibriranja. Nakon toga konstruiranjem modalne matrice sustava [B]
te primjenjivanjem transformacije koordinata ~x = [B]~q na jednadzˇbu (4.18) dobiva se
izraz
[m][B]~¨q + [k][B]~˙q + [c][B]~q = ~F . (4.19)
Mnozˇenjem gornje jednadzˇbe sa [B]T dobije se
[B]T [m][B]~¨q + [B]T [k][B]~˙q + [B]T [c][B]~q = [B]T ~F . (4.20)
Ubacivanjem (4.17) i (4.18) u jednadzˇbu (4.20) slijedi izraz
[B]T [k][B] = α[M ] + β[C], (4.21)
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iz kojega se dobije izraz za modalnu matricu prigusˇenja
[B]T [k][B] = [K], (4.22)
uvrsˇtavanjem u (4.18) dobije se
[M ]~¨q + [K]~˙q + [C]~q = ~Fmod. (4.23)
Ovdje su sada tri dijagonalne matrice, uz [M ] i [C] pojavljuje se josˇ i modalno prigusˇenje
[K]. Cijeli sustav od n raspregnutih diferencijalnih jednadzˇbi rjesˇava se na isti nacˇin
opisan u poglavlju 4.1.
4.4. Odredivanja vlastith kruzˇnih frekevencija pro-
gramskim paketima MATLAB i Abaqus
Kako je zadatak odrediti vlastite kruzˇne frekvencije i glavne forme vibriranja kao i
odziv stupa vjetroagregata na harmonijsku i stohasticˇku uzbudu, prvo se mora provjeriti
MATLAB kod kao i model u programskom paketu Abaqus na jednostavnijem primjeru.
Ovo je praksa u svim granama numericˇke inzˇinjerske analize te je obavljena i u ovome
radu. Za provjeru koda i Abaqus modela upotrebljen je jednostavan fleksijski vibracijski
sistem s dva stupnja slobode gibanja jer za njega su poznata analiticˇka rjesˇenja. Ako se
ista poklapaju s numericˇkim rjesˇenjem program je ispravan.
Uz sliku (4.3) zadani su sljedec´i podatci
m1 = 3 kg, m2 = 1 kg, l = 0, 1 m, d = 0, 01 m, E = 200 · 109 Pa F̂ = 1 N
Pomaci se vrlo jednostavno zapisuju metodom uplivnih koeficijenata
x1 = F (t)α11 − 3mx¨1α11 −mx¨2α12, (4.24)
x2 = F (t)α21 − 3mx¨1α21 −mx¨2α22. (4.25)
Uz pretpostavku da je
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Slika 4.3: Fleksijski vibracijski sustav s 2 stupnja slobode gibanja [18]
x1 = x̂1 sin(Ωt), (4.26)
x2 = x̂2 sin(Ωt). (4.27)
tako da jednadzˇbe od (4.25) do (4.28) mozˇemo zapisati matricˇno[
1− 3mΩ2α11 −mΩ2α12
−3mΩ2α21 1−mΩ2α22
][
x̂1
x̂2
]
=
[
F̂α11
F̂α21
]
(4.28)
Rjesˇenje ovog sustava mozˇe se dobiti Cramerovim pravilom koje glasi
x̂1 =
∆1(Ω)
∆(Ω)
x̂2 =
∆2(Ω)
∆(Ω)
(4.29)
gdje su
∆(Ω) =
[
1− 3mΩ2α11 −mΩ2α12
−3mΩ2α21 1−mΩ2α22
]
,
∆1(Ω) =
[
F̂α11 −mΩ2α12
F̂α21 1−mΩ2α22
]
,
∆2(Ω) =
[
1− 3mΩ2α11 F̂α11
−3mΩ2α21 F̂α21
]
.
(4.30)
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Iz dijagrama (slike 4.4-4.8) je vidljivo da se rezultati dobiveni Cramerovim pravilom,
modalnom analizom i metodom konacˇnih elemenata u Abaqus-u poklapaju i mozˇemo
zakljucˇiti da program ispravno radi i da je model tocˇno zadan. Josˇ ostaje provjeriti
analiticˇka rjesˇenja vlastitih kruzˇnih frekvencija iz Teorije vibracija za zadani problem
koja glase
ω21 =
2
7
EI
ml3
= 167.4811, rad/s ω22 = 6
EI
ml3
= 767.495 rad/s. (4.31)
Vidi se da se i ovdje resˇenja poklapaju pa sa sigurnosˇc´u mozˇemo rec´i da je nasˇ MATLAB
kod i model napravljen u Abaqus-u ispravan u odredivanju vlastitih kruzˇnih frekvencija.
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Slika 4.4: Pomaci masa m1 i m2 dobiveni primjenom Cramerovog pravila
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Slika 4.5: Usporedba rjesˇenja modalne analize, Abaqus modela i Cramerovog pravila za
masu m1 i ω1
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Slika 4.6: Usporedba rjesˇenja modalne analize, Abaqus modela i Cramerovog pravila za
masu m1 i ω2
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Slika 4.7: Usporedba rjesˇenja modalne analize, Abaqus modela i Cramerovog pravila za
masu m2 i ω1
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Slika 4.8: Usporedba rjesˇenja modalne analize, Abaqus modela i Cramerovog pravila za
masu m2 i ω2
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4.5. Testiranje odziva za harmonijsku uzbudu
Uz vlastite kruzˇne frkvencije potrebno odrediti i vremenski odziv stupa za harmonij-
sku i stohasticˇku uzbudu. Na gore prikazanom primjeru narinuta je jedinicˇna sinusna
harmonijska uzbuda za stanje u rezonanciji pri ω1. Sinusna uzbuda zadana je u oba
programska paketa tablicˇno da bi bolje usporedili rezultate.
Ako analiticˇko rjesˇavanje postane pretesˇko, odziv sustava mozˇe se pronac´i koriˇstenjem
odgovarajuc´eg postupka numericˇke integracije. Vec´ina numericˇkih metoda pretpostavlja
da je diferencija jednadzˇba u obliku diferencijalne jednadzˇbe prvoga reda ili viˇse dife-
rencijalnih jednadzˇbi prvog reda. Jednadzˇba (4.18) je diferencijalna jednadzˇba drugog
reda i mora se transformirati u dvije ekvivalentne diferencijalne jednadzˇbe prvog reda.
Zato se uvode dvije nove funkcije
x1(t) = x(t), x2(t) = x˙(t) =
dx(t)
dt
= x˙1(t), (4.32)
uvrsˇtavanjem (4.32) u (4.18) i sredivanjem izraza proizlazi
mx˙2 = −kx2(t)− cx1(t) + F (t). (4.33)
Jednadzˇba (4.33) zajedno s drugom relacijom jednadzˇbe (4.32) mozˇe biti zapisana kao
x˙(t) = x2(t), (4.34)
x˙2(t) =
k
m
x2(t)− c
m
x1(t) +
1
m
F (t). (4.35)
Jednadzˇbe (4.34) i (4.35)predstavljaju diferencijalne jednadzˇbe prvog rede koje su za-
jedno ekvivalentne jednadzˇbi (4.18). Upravo je ovaj princip primjenjen za odredivanje
odziva na sinusnu odnosno stohasticˇku uzbudu.
Vidljivo je da se rjesˇenja odlicˇno podudaraju i sa sigurnosˇc´u se prelazi na izradu modela
stupa vjetroagregata.
Poglavlje 4. Modalna analiza 23
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
t, s
-1.5
-1
-0.5
0
0.5
1
1.5
x 1
 , 
m
#10-4
Matlab
Abaqus
Slika 4.9: Pomak mase m1 uslijed harmonijske uzbude
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Slika 4.10: Pomak mase m2 uslijed harmonijske uzbude
5 Jednostavni mehanicˇki model
stupa vjetroagregata
Slika 5.1: Prikaz podsegmenata
Duljina Debljina Promjer
S
eg
m
en
t
3
90 16 2332
2389 14 2416
2974 12 2516
2974 12 2648
2973 12 2318
2952 14 2910
2953 14 3010
2953 14 3108
2953 14 3206
2373 16 3288
S
eg
m
en
t
2
4804 16 3398
2983 18 3466
2983 18 3532
2983 18 3600
2979 20 3736
2979 20 3804
2979 20 3872
2979 20 3940
S
eg
m
en
t
1
2410 20 3982
2410 20 4024
4797 22 4108
4793 24 4190
4789 26 4274
Tablica 5.1: Dimenzije stupa u mm
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Ovdje razmatrani model stupa vjetroagregata je jednostavan mehanicˇki model koji c´e
zadovoljavajuc´e tocˇno prikazati vlastite frekvencije stupa. Stup je podjeljen u 25 pod-
segmenata koji su uneseni u programski paket MATLAB zajedno s matricama krutosti
i masa. Napravljena je i analiza odziva prebacivanjem u modalne koordinate. Na slici
5.1 vidimo podjelu u 3 segmenta gdje su stavljene i pojasnice koje predstavljaju kon-
centrirane mase dok se u tablici 5.1 vide prijelazi u debljini ljuske stupa vjetroagregata.
5.1. Matematicˇki model
Cijeli matematicˇki model za proracˇun vlastitih kruzˇnih frekvencija preuzet je iz [18] i [20]
budic´i da se radi o istome modelu stupa. Za odredivanje vlastitih frekvencija potrebno
je diskretizirati sustav. Nacˇin diskretizacije obavljen je na sljedec´i nacˇin.
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Prvo se moraju zadati dimenzije svakog pojedinačnog podsegmenta, te odrediti težište za 
daljnje proračune. Slika 10 prikazuje dimenzije jednog podsegmenta. Točka T označava 
težište,  je debljina stijenke,  je polumjer baze na dnu, a  polumjer baze na vrhu. Duljina  
označava visinu podsegmenta, a  duljinu dužine podsegmenta. 
 
Slika 10. Prikaz dimenzija jednog podsegmenta 
stupa 
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Nakon što su zadane dimenzije i određeno težište, sljedeći korak je da se odrede mase na 
vrhu, odnosno na dnu svakog podsegmenta. S obzirom da su poznate dimenzije svakog 
segmenta, te da je materijal čelik, iz toga se izračunaju i mase svakog pojedinačnog 
podsegmenta. Na slici 11 prikazan je pojednostavljeni podsegment u obliku štapa. Formulama 
(6.2) se izračunaju mase vrha i dna koje će nam trebati u daljnjem proračunu. 
 
Slika 11. Diskretizacija mase 
jednostavnog podsegmenta stupa 
T
d
T
g
l x
m m
l
x
m m
l



 (6.2) 
  
Slika 5.2: Tezˇiˇste podsegmenta
m = ρtpil∗(R + r),
l∗ =
√
l2 + (R + r),
xT =
l
3
R + 2r
R + r
.
(5.1)
Marko Tokić  Završni rad 
11 
 
Prvo se moraju zadati dimenzije svakog pojedinačnog podsegmenta, te odrediti težište za 
daljnje proračune. Slika 10 prikazuje dimenzije jednog podsegmenta. Točka T označava 
težište,  je debljina stijenke,  je polumjer baze na dnu, a  polumjer baze na vrhu. Duljina  
označava visinu podsegmenta, a  duljinu dužine podsegmenta. 
 
Slika 10. Prikaz dimenzija jednog podsegmenta 
stupa 
*
* 2
( )
( )
2
3
T
m t l R r
l l R r
l R r
x
R r
  
  



 
(6.1) 
 
Nakon što su zadane dimenzije i određeno težište, sljedeći korak je da se odrede mase na 
vrhu, odnosno na dnu svakog podsegmenta. S obzirom da su poznate dimenzije svakog 
segmenta, te da je materijal čelik, iz toga se izračunaju i mase svakog pojedinačnog 
podsegmenta. Na slici 11 prikazan je pojednostavljeni podsegment u obliku štapa. Formulama 
(6.2) se izračunaju mase vrha i dna koje će nam trebati u daljnjem proračunu. 
 
Slika 11. Diskretizacija mase 
jednostavnog podsegmenta stupa 
T
d
T
g
l x
m m
l
x
m m
l



 (6.2) 
  Slika 5.3: Diskretizacija mase
md = m
l − xT
l
,
md = m
xT
l
.
(5.2)
Nakon sˇto smo odredili polozˇaj tezˇiˇsta porebno je diskretizirati masu na vrhu odnosno na
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dnu svakog podsegmenta. Masu odredujemo iz dimenzija i zadanaoga nam materijala,
cˇelika, te je diskretiziramo na vrhove podsegmenta. Na slici 5.3 prikazan je pojednostav-
ljeni podsegment sˇtapnog oblika s diskretiziranim masama na dnu i vrhu. Kako svaki
podsegment ima svoju poznatu masu vrha i dna te svoje tezˇiˇste mozˇemo ih spojiti i
zbrojiti.
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Svaki podsegment sada ima svoju poznatu masu, masu vrha i dna, te svoj težište. U sljedećem 
koraku segmenti su spojeni te su mase spojeva zbrojene zbog jednostavnosti proračuna (Slika 
12). 
 
Slika 12. Razdovjeni i spojeni jednostavni segmenti stupa s prikazom raspodejele masa 
 
Zbog vanjskih utjecaja, stup (koji je zbog jednostavnosti skiciran kao štap) se savija. Na slici 
13 je prikazana dinamička elastična linija stupa. Dio između (N-1) i (N) je krut i on se ne 
savija. Taj dio predstavlja masu i momente inercije gondole s vjetroturbinom. 
 
Slika 13. Prikaz dinamičke elastične linije stupa 
Slika 5.4: Razdvojeni i spojeni jednostavni segment stupa
Zbog vanjskih utjecaja, stup (koji je zbog jednostavnosti skiciran kao sˇtap) se savija.
Na slici 5.5 je prikazana dinamicˇka elasticˇna linija stupa. Dio izmedu (N-1) i (N) je krut
i on se ne s vija. Taj dio predstavlja masu i momente inercije gondole s vjetroturbinom.
Jednadzˇbe pod (5.3) predstavljaju progibe stupa na mjestima koncentriranih masa,
odnosno nagib na elasticˇnu liniju na spoju stupa i gondole.
wi = −
N∑
j=1
mjw¨jαij − Jϕ¨αi(N+1),
ϕ = −
N∑
j=1
mjw¨jα(N+1)j − Jϕ¨α(N+1)(N+1).
(5.3)
wi = ŵi sinωN t ϕi = ϕ̂i sinωN t,
w¨i = −ω2ŵi sinωN t ϕ¨i = −ω2ϕ̂i sinωN t.
(5.4)
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Slika 5.5: Dinamicˇka elasticˇna linija stupa
jednadzˇbe (5.3) uz pretpostavku (5.4) zapisano matricˇno glase
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. (5.5)
gdje je:
∆ =

m1α11ω
2 − 1 . . . miα1iω2 . . . Jα1(N+1)ω2
m1α12ω
2 . . . miα2iω
2 . . . Jα2(N+1)ω
2
...
. . .
... . . .
...
m1αi1ω
2 . . . miαiiω
2 − 1 . . . Jαi(N+1)ω2
... . . .
...
. . .
...
m1α(N+1)1ω
2 . . . miα(N+1)iω
2 − 1 . . . Jα(N+1)(N+1)ω2

(5.6)
Glavne forme vibriranja, a time i vlastite frekvencije dobiju se iz uvijeta
det(∆) = 0. (5.7)
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Vidimo da su nam za odredivanje ∆ potrebni uplivni koeficijenti. Do njih dolazimo
odredivanjem progiba i nagiba elasticˇne linije na mjestima na kojima se nalaze konce-
trirane mase [19] kao i pomak tezˇiˇsta gondole. Za to su nam potrebni aksijalni momenti
tromosti u ovisnosti o koordinati x. Na slici vidimo dimenzije podsegmenta stupa vje-
troagregata pa je prema njoj:
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Za određivanje uplivnih koeficijenata potrebno je odrediti progibe i nagibe elastične linije na 
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određivanje progiba i nagiba metodom integriranja diferencijalne jednadžbe elastične linije, 
potrebno je uz momentne dijagrame odrediti i aksijalne mome te trom sti u ovis osti o 
koordinati x. Na slici 14 se vide unutarnji i vanjski promjer stupa. 
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Slika 5.6: Dimenzije jednog podsegmenta
D(x) = D − D − d
l
x, (5.8)
D1(x) = D(x) + 2t = D + 2t− D − d
l
.x (5.9)
Iy(x) =
pi
64
(
D41(x)−D4(x)
)
,
Iy(x) =
pi
64
(
C0 + C1x+ C2x
2 + C3x
3
)
,
(5.10)
gdje su konstante
C0 = A
4 −B4,
C1 = −4B
(
A3 −D3) ,
C2 = 6B
2
(
A2 −D2) ,
C3 = −4B3 (A−D) .
(5.11)
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A = D + 2t,
B =
D − d
t
.
(5.12)
Na temelju opisanog vibracijskog modela stupa vjetroagregata napravljen je program u
programskom paketu MATLAB. Radi provjere racˇunalnog programa ponovljena je ana-
liza vlastitih frekvencija formi vibriranja stupa iz [18]i [20]. Prva analiza je napravljena
sa zanemarivanjem mase i momenata inercije gondole i vjetroturbine, druga analiza je
u obzir uzela masu gondole u iznosu od 67 000 kg, dok je u trec´oj uz masu uvrsˇten i
moment inercije.
Broj analize Masa, kg J, kgm2 f1, Hz f2, Hz f3, Hz
1 0 0 0.97702 4.17766 10.17703
2 67000 0 0.40455 2.71949 7.91650
3 67000 100000 0.40441 2.70255 7.75995
Tablica 5.2: Rezultati analize vlastitih frekvencija
5.2. Stohasticˇka uzbuda
Kako tijekom eksploatacije cˇesto dolazi do intenzivnih vjetrom uzrokovanih vibracija
vjetroagregata, uvrsˇteno je u rjesˇenje i stohasticˇka uzbuda zadana tablicˇno (slika 5.7).
Kako je pokazano u poglavlju 4, mora se od fizicˇke uzbude dobiti modalna. Za to sluzˇi
izraz (4.16).
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Slika 5.7: Proizvoljna stohasticˇka uzbuda
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Slika 5.8: Prikaz pomaka uslijed stohasticˇke uzbude u prvih 50 sekundi
6 Analiza u programskom paketu
Abaqus
Analiza primjenom metode konacˇnih elemenata napravljena je programskom paketu
Abaqus 6.14. Koriˇsteno je samo pola modela, radi usˇtede na memorji, na koji su primje-
njeni rubni uvjeti simetrije kako se vidi na slici 6.2. Simulacija je izvrsˇena na konvergi-
ranom modelu. Onemoguc´eni su pomaci u smjeru z-osi te rotacije oko osi x i y. Kako bi
usporedili rezultate s jednostavnim matematicˇkim modelom stupa vjetroagregata, na-
pravljene su iste analize kao i na modelu u MATLAB -u. Dimenzije modela su identicˇne
onome jednostavnom matematicˇkom modelu, osim triju pojasnica koje su aproksimi-
rane stringer -ima. Stringer je gredni element kojemu smo dodali poprecˇni presjek i
postavili ga na rub ljuskastog konacˇnog elementa S8R. S8R je ljuskasti konacˇni element
drugog reda u kojem svaki od osam cˇvorova koji sadrzˇe po sˇest stupnjeva slobode. On
je cˇvorovima vezan za te elemente i pomicˇe se zajedno s ljuskastim elementima pomoc´u
kojih je napravljen stup vjetroagregata. Na slici 5.1 vidljive su visine na kojima su
postavljene pojasnice odnosno stringer -i.
Slika 6.1: Prikaz jednog stringer -a
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Slika 6.2: Rubni uvijeti simetrije
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Uz ovako postavljene rubne uvijete i definirane grednih i ljuskastih elementa izvodena
je 3 puta analiza za provjeru vlastitih kruzˇnih frekvencija. Prvi puta bez dodatne mase
i momenta inercije gondole na vrhu stupa, druga s dodanom masom gondole, a trec´a s
dodanom masom i momentom inercije.
Broj analize Masa, kg J, kgm2 f1, Hz f2, Hz f3, Hz
1 0 0 0.96886 4.0581 5.5515
2 67000 0 0.40312 2.6605 4.0073
3 67000 100000 0.4028 2.6294 4.0073
Tablica 6.1: Rezultati analize vlastitih frekvencija u Abaqus-u
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6.1. Stohasticˇka uzbuda
Kako je vec´ napomenuto da u Abaqus-u uzbudu ne mozˇemo zadati analiticˇki, ovdje
su iznimke funkcije sinusa i kosinusa, a kako zadana funkcija ne pripada u te dvije
funkcije moramo je zadati tablicˇno. Uzbudna je narinuta tocˇno u srediˇste gondole kako
je prikazano na slici 3.6 tj. u referentnoj tocˇki. Ta uzbuda mora se spojiti kinematskom
vezom (distributing) za gornji rub stupa vjetroagregata koja omoguc´ava deformabilnost
poprecˇnog presjeka na koji je vezana.
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Slika 6.3: Odziv na stohasticˇku uzbudu uAbaqus-u
7 Usporedba rezultata jednostanv-
nog mehanicˇkog i MKE modela
Vlastita frekvencija Jednostavni model, Hz MKE model, Hz Razlika, %
1. 0.97702 0.96886 0.83
2. 4.1776 4.0581 2.86
3. 10.17703 5.5515 45.45
Tablica 7.1: Razlika vlastitih frekvencija bez mase i bez momenata inercije gondole i
vjetroturbine
Vlastita frekvencija Jednostavni model, Hz MKE model, Hz Razlika, %
1. 0.40455 0.40312 0.35
2. 2.7195 2.6605 2.17
3. 7.9165 4.0073 49.38
Tablica 7.2: Razlika vlastitih frekvencija s masom i bez momenata inercije gondole i
vjetroturbine
Vlastita frekvencija Jednostavni model, Hz MKE model, Hz Razlika, %
1. 0.40406 0.4028 0.39
2. 2.70255 2.66294 2.7
3. 7.75995 4.0073 48.36
Tablica 7.3: Razlika vlastitih frekvencija s masom i moementom inercije gondole i vje-
troturbine
Kada se usporede rezultati obaju analiza vidljive su neke razlicˇitosti. Razlika je izracˇunata
formulom :
Razlika =
(
1− Jednostavni model
MKE model
)
· 100% (7.1)
35
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Slika 7.1: Usporedba odziva na stohasticˇku uzbudu
Zanemarivanje mase i momenata inercije gondole i vjetroturbine ima za posljedicu
povec´anje vlastite frekvencije za oko 60 %. Usporedba vlastitih frekvencija MKE i
jednostavnog mehanicˇkog modela u slucˇaju prve vlastite frekvencije je razlika manja
od 1% sˇto je zanemarivo. Usporedbom ostalih frekvencija vidiljivo je da se ta razlika
povec´ava. Poznato je da je prva forma vibriranja najvazˇnija u inzˇinjerskoj praksi te da
se utjecaj 2. vlastite frekvencije osjeti tek u tragovima, 3. vlastite frekvencije prakticˇki
ni nema [20].
U diagramu 7.1 vidi se da je odziv u prvim sekundama savrsˇeno poklapa izmedu MKE
i jednostavnog mehanicˇkog modela no ako produzˇimo vrijeme simulacije na 50 sekundi
vidit c´emo da se gresˇka povec´ava. To je jednostavno posljedica razlicˇitositi izmedu mo-
dela. MKE model je definiran ljuskastim elementima i dodan mu je Poissonov koeficijent
za razliku od jednostanvnog mehanicˇkog modela koji je zadan grednim element promje-
njivog poprecˇnog presjeka i nije mu zadan Poissonov koeficijent.
Vremena potrebna za simulaciju oba modela bitno se razlikuju. U tablici 7.4 su prika-
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Model Stupnjevi slobode Vrijeme simulacije, s
MATLAB 25 3.056
Abaqus 157 752 104.38
Tablica 7.4: Usporedba stupnjeva slobode i vremena simulacije za oba modela
zani stupnjevi slobode i vremena simulacije za oba modela. Stupnjevi slobode i vrijeme
simulacije u Abaqus modelu uzeti su od jednog konvergiranog modela, drugi s rjedom
odnosno gusˇc´om mrezˇom nisu uzeti u obzir. Modelom u MATLAB do rjesˇenja se dolazi
34 puta brzˇe nego primjenom metode konacˇnih elemenata u programu Abaqus. Jednos-
tavni matematicˇki model se pokazao izrazito tocˇnim u odredivanju prve i druge vlastite
frekvencije i to u znatno manjem vremenu. Nedostatak ovoga modela je sˇto ako su po-
trebni podatci za naprezanja po duzˇini, to se treba posebno isprogramirati. Metodom
konacˇnih elemenata u Abaqus-u se naprezanja mogu puno jednostavnije i brzˇe odrediti.
Vrijeme izrade modela je takoder puno krac´e u MATLAB -u nego u Abaqus-u. Za jednos-
tavni mehanicˇki model potrebno je promjeniti samo vektore duljina, debljina i promjera
stupa vjetroagregata i vec´ se mozˇe dobiti potpuno novi proracˇun, a potpuno drugacˇiji
stup vjetroagregata. Dok se za MKE model geometrija mora ponovno definirati zajedno
s rubnim uvijetima.
Zadavanje sila u Abaqusu moguc´e je samo tablicˇno. Sˇto znacˇi da se sila odnosno uzbuda
mora prije toga odrediti mjerenjima ili s proizvoljna funkcija mora raspisati u obliku
tablice sa dvije varijable. MATLAB model je neosjetljiv na zadavanje sila analiticˇki ili
tablicˇno odnosno vektorski.
8 Zakljucˇak
Oba modela stupa vjetroagregata izradena su po tehnicˇkoj dokumentaciji. Jednostavni
mehanicˇki model s 25 stupnjeva slobode gibanja napravljen je u programskom paketu
MATLAB, dok je drugi model sa 157 752 stupnjeva sloboe gibanja, metodom konacˇnih
elemenata napravljen u programskom paketu Abaqus. Za oba modela su odredene prve
tri frekvencije i odgovarajuc´e forme vibriranja te odziv na sinusnu i proizvoljnu uzbudu.
Nakon provedenih analiza, vidljivo je da na vlastite frekvencije najviˇse utjecˇe masa
gondole i vjetroturbine dok moment inercije ima samo mali utjecaj. Odziv na proizvoljno
zadanu uzbudu pokazalo je izvrsno preklapanje u prvih 20 s. Tek nakon 40 s odstupanja
od rezultata postaju uocˇljivija. Ta odstupanja su rezultat iskljucˇivo numericˇke gresˇke
zadavanja jednog modela kao grede pormjenjivog poprecˇnog presjeka, a drugog kao
ljuskastog.
Oba modela daju vrlo dobre rezultate za odredivanje prve dvije vlastite frekvencie i
odziva na stohasticˇku uzbudu. Mozˇe se zakljucˇiti da princip zadavanja uzbuda tablicˇno
u oba slucˇaja mozˇe primjeniti na stvarnim vjetroagregatima sa stvarim opterecˇenjem
vjetra na lopaticame vjetroagregata.
Vrijeme potrebno za simulaciju zadanog problema je 34 puta brzˇe u programskom pa-
ketu MATLAB nego u Abaqus-u. Osim za simulaciju manje je vremena potrebno i za
izmjenu dimenzija vjetroagregata u MATLAB -u dok se za Abaqus treba izmodelirati
cijeli novi model sa novim rubnim uvijetima. Prednost metode konacˇnih elemenata nad
jednostavnim matematicˇkim modelom je sˇto racˇunamo osim odziva, vlastitih frekven-
cija, formi vibriranja i naprezanja po duzˇini cijelog stupa vjetroagregata.
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